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Kurzfassung 
Diverse Studien zeigen, dass die Behandlung astrophysikalischer Themen das Interesse an der 
Physik steigern kann.  Dementsprechend sollten derartige Themen in der Schule in allen Stufen 
behandelt werden, speziell wenn sie die Möglichkeit bieten, verschiedene Bereiche der Physik zu 
verbinden.  
In der Astrophysik ist die Masse-Radius-Beziehung für Hauptreihensterne im Allgemeinen be-
kannt. Weniger verbreitet ist jedoch, dass sich für die meisten Himmelskörper im hydrostatischen 
Gleichgewicht eine Masse-Radius-Beziehung herleiten lässt und dass sich die Proportionalitäten 
dabei deutlich unterscheiden können.  
Es wird gezeigt, wie man mit Oberstufenphysik und elementarer Mathematik eine Masse-Radius-
Beziehung für Weiße und Braune Zwerge herleiten und dabei Mechanik, Quantenphysik und 
Thermodynamik verbinden kann. Gleichzeitig können die Lernenden erkennen, dass Weiße und 
Braune Zwerge – entgegen der Intuition – mit zunehmender Masse kleiner werden. 
Mithilfe ähnlicher Überlegungen kann man auch für andere Himmelskörper eine Masse-Radius-
Beziehung herleiten. 
1. Motivation
In diesem Artikel soll ein Modell für Weiße und 
Braune Zwerge vorgestellt werden, mit dem sowohl 
die oberen Grenzmassen als auch die Masse-Radius-
Beziehung beider Körper mit mathematisch elemen-
taren Operationen (Grundrechenarten, Bruchrech-
nung, Potenzrechnung) bestimmt werden können. Es 
ergibt sich ein quantitativer Einblick in diese beiden 
exotischen Objekte und damit eine vereinfachte 
Erklärung, warum diese beiden Körper so existieren 
können. Trotzdem handelt es sich um quantenme-
chanische Körper, die sich nicht ohne weiteres be-
liebig weit elementarisieren lassen, ohne eine rein 
qualitative Beschreibung zu verwenden. Gleichzeitig 
bietet sich die Möglichkeit, das Interesse der Ler-
nenden mithilfe astronomischer Themen zu fördern 
(vgl. [1]). Zusätzlich kann, sofern man eine fortge-
schrittene Lerngruppe hat, mithilfe des Modells das 
freie Modellieren durch qualifizierte Annahmen 
nachvollzogen und geübt werden – eine große 
Schwierigkeit für Lernende (vgl. [2]) und es wird ein 
Bezug zu aktuellen Themen der Astrophysik gege-
ben. Das Modell kann auch für andere Himmelskör-
per erweitert werden (vgl. [3] und [4]).  
2. Grundidee
Sowohl Weiße als auch Braune Zwerge befinden 
sich im hydrostatischen Gleichgewicht. Um dieses 
aufrecht zu erhalten, muss sich ein Gleichgewicht 
zwischen dem zum Zentrum wirkenden Gravitati-
onsdruck auf der einen und einem dagegen wirken-
den Gegendruck auf der anderen Seite einstellen. 
Würde der Gravitationsdruck überwiegen, so würde 
der Körper schrumpfen, überwiegt der Gegendruck, 
so expandiert er. Den Gravitationsdruck kann man 
beispielsweise mithilfe eines Säulenmodells ab-
schätzen, bei dem eine Materiesäule konstanter 
Dichte in (infinitesimal dünne) Schichten zerlegt 
wird. Für jede dieser Schichten gilt ∆𝑃 = 𝜌𝑔(ℎ)∆ℎ, 
mit der (konstanten) Dichte ρ, der Gravitationsbe-
schleunigung g im Abstand h zum Zentrum und der 
Schichtdicke Δh. Betrachtet man den Druck bis zum 
Zentrum des Körpers, so erhält man: 
𝑃𝐺𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 = 𝑃𝐺𝑒𝑔𝑒𝑛𝑑𝑟𝑢𝑐𝑘 =
3𝐺𝑀2
8𝜋𝑅4
      {1} 
Die maximal mögliche Masse M und der zugehörige 
Radius R hängen also von der Art des Gegendrucks 
ab. G ist wie üblich die Gravitationskonstante. Im 
Folgenden wird zur Vereinfachung angenommen, 
dass es sich um reine Wasserstoffkugeln handelt. 
Der Gesamtradius R hängt von der Teilchenzahl N 
und dem Raum, den jedes Teilchen benötigt (propor-
tional zu r
3
), ab. Falls der Gegendruck durch entarte-
te Elektronen verursacht wird, ist die Anzahl der 
Elektronen relevant. Diese entspricht für reine Was-
serstoffkugeln der Protonenzahl, daher ist die Rech-
nung in beiden Fällen identisch: 
𝑅 = 𝑁
1
3 ∙ 𝑟 = (
𝑀
𝑚𝑃
)
1
3
∙ 𝑟    {2}
Nun kann man die Gleichungen {1} und {2} kombi-
nieren, so dass sich ein Term für die maximale Mas-
se eines Körpers im hydrostatischen Gleichgewicht 
ergibt: 
𝑀𝑀𝑎𝑥 =  (
8𝜋𝑃𝐺𝑒𝑔𝑒𝑛𝑑𝑟𝑢𝑐𝑘𝑟
4
3𝐺 𝑚𝑃
4
3
)
3
2
  {3} 
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3. Modellierbare Himmelskörper
Diese Grundidee erlaubt die Modellierung unter-
schiedlichster Himmelskörper im hydrostatischen 
Gleichgewicht. Der Typ des Körpers hängt von dem 
Gegendruck ab, der ihn stabilisiert – angefangen bei 
Gasplaneten, die durch die elektrostatische Absto-
ßung zwischen den Wasserstoffatomen stabilisiert 
werden, über die hier beschriebenen Objekte bis hin 
zu den Hauptreihensternen maximaler Masse und 
Größe, die primär durch den Strahlungsdruck stabili-
siert werden. Ist die Masse so groß, dass jeder Ge-
gendruck überwunden wird, so ergibt sich ein 
Schwarzes Loch (vgl Abb. 1 und 2). 
Abb.1: Überblick über die verschiedenen Himmelskörper, 
die mit diesem Modell modelliert werden können, sowie 
ein Schwarzes Loch. 
Himmelskörper Gegendruck 
Gasplanet Elektrostatische Abstoßung 
Brauner Zwerg Therm. entartete Elektronen 
Hauptreihenstern Gas- und Strahlungsdruck 
Weißer Zwerg Rel. entartete Elektronen 
Neutronenstern Rel. entartete Neutronen 
Schwarzes Loch - 
Abb.2: Überblick über die zu den Himmelskörpern gehö-
renden Gegendrücke. 
4. Weiße Zwerge
Weiße Zwerge sind die Überreste leichter Sterne wie 
beispielsweise der Sonne, die nach dem Ende der 
Kernfusion übrig bleiben. Stabilisiert werden sie 
durch relativistisch entartete Elektronen, die sich 
maximal mit Lichtgeschwindigkeit bewegen können 
und dabei der Heisenberg’schen Unschärferelation 
unterliegen. In erster Näherung gilt daher für die 
Elektronen: 
𝑟 =
ħ
𝑚𝑒𝑐
    {4} 
Den zugehörigen Druck kann man als Energiedichte 
betrachten, eine einfache Einheitenanalyse zeigt die 
Äquivalenz. Die Energie ist wieder in erster Nähe-
rung betrachtet: 
𝑃 =
𝐸
𝑉
=
𝑚𝑒𝑐
2
2∙
4
3
𝜋𝑟3
=
3𝑚𝑒
4𝑐5
8𝜋ħ3
    {5} 
Setzt man diesen Druck in Gleichung {3} ein, so 
ergibt sich die maximale Masse eines Weißen Zwer-
ges und darüber auch der zugehörige Radius: 
𝑀𝑊𝑍 = (
𝑐ħ
𝑚𝑃
4
3𝐺
)
3
2
≈ 1,8 𝑀𝑆𝑜𝑛𝑛𝑒 
𝑅𝑊𝑍 ≈ 5000 𝑘𝑚 
Eine ähnliche Abschätzung mit einem anderen An-
satz gibt es von dem russischen Physiker Lew 
Landau [5]. 
Um eine Masse-Radius-Beziehung zu erhalten, müs-
sen niedrigere Geschwindigkeiten v betrachtet wer-
den: 
𝑀(𝑣) = (
𝑣ħ
𝑚𝑃
4
3 𝐺
)
4
3
   {6} 
Auflösen nach der Geschwindigkeit, die Kombinati-
on mit Gleichung {2} und Umformen ergibt die 
Masse-Radius-Beziehung Weißer Zwerge: 
𝑅 ∝ 𝑀−
1
3     {7} 
Weiße Zwerge schrumpfen also mit zunehmender 
Masse. Dieses nicht intuitive Verhalten lässt sich 
damit erklären, dass die Elektronen mit steigendem 
Gravitationsdruck enger zusammengepresst werden. 
Somit wird der pro Elektron benötigte Raum kleiner 
und der Gesamtradius reduziert sich. 
5. Braune Zwerge
Braune Zwerge sind Körper, deren Masse nicht für 
eine dauerhafte Kernfusion im Zentrum ausreicht. 
Anders als bei Hauptreihensternen ist hier nicht der 
Gas- oder Strahlungsdruck der stabilisierende Fak-
tor, sondern der Entartungsdruck durch thermische 
Elektronen – als Grenzwert mit der Minimaltempe-
ratur zur Kernfusion T: 
𝐸 =
3
2
𝑘𝑇 =
ħ2
2𝑚𝑒𝑟2
   {8} 
Für den Radius, den jedes Elektron benötigt, gilt 
damit folgendes:  
𝑟 = √
ħ2
3𝑚𝑒𝑘𝑇
    {9} 
Somit ergibt sich für den Druck als Energiedichte: 
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𝑃 =
𝐸
𝑉
=
3
2
𝑘𝑇
4
3
𝜋(
ħ2
3𝑚𝑒𝑘𝑇
)
3
2
 {10} 
Mithilfe von Gleichung {3}erhält man somit: 
𝑀 = (
√3𝑘𝑇∙ħ
𝐺𝑚𝑃
4
3 𝑚𝑒
1
2
)
3
2
   {11} 
Der Term beinhaltet jedoch nicht nur Naturkonstan-
ten, sondern auch die Temperatur T. Für eine Kern-
fusion muss das Coulomb-Potential zwischen zwei 
Protonen überbrückt werden (Idee nach [6]). Dies ist 
klassisch nicht erklärbar, sondern muss quantenme-
chanisch über den Tunneleffekt beschrieben werden. 
Dies kann angenähert werden, indem der minimale 
Abstand, den die Protonen durch ihre Energie errei-
chen können, durch eine Welle mit der de-Broglie-
Wellenlänge überbrückt wird (vgl. Abb. 3). 
Abb.3: Der Tunneleffekt zur Kernfusion. Mit ihrer vor-
handenen Energie können sich zwei Protonen nicht nah 
genug kommen, um zu fusionieren – die restliche Strecke 
muss durchtunnelt werden. 
 Es ergibt sich eine minimale Fusionstemperatur von 
etwa 20 Millionen Kelvin. Dies liegt deutlich über 
der minimalen Fusionstemperatur im Inneren von 
Sternen, entspricht aber näherungsweise der benötig-
ten Temperatur unter Laborbedingungen [6]. Insge-
samt gleichen sich hier die Ungenauigkeiten des 
Modells etwas aus, was insgesamt der Einfachheit 
des Modells geschuldet ist. Mithilfe von Gleichung 
{9} ergibt sich für Masse und Radius folgendes:  
𝑀𝐵𝑍 ≈ 60 𝑀𝐽𝑢𝑝𝑖𝑡𝑒𝑟
𝑅𝐵𝑍 ≈ 50000 𝑘𝑚
Um die Masse-Radius-Beziehung Brauner Zwerge 
zu erhalten, müssen niedrigere thermische Ge-
schwindigkeiten der Elektronen betrachtet werden: 
𝑇 =
𝑚𝑃
3𝑘
𝑣2
𝑀(𝑣) = (
𝑚𝑃
1
2 𝑣ħ
𝐺𝑚𝑃
4
3 𝑚𝑒
1
2
)
3
2
    {12} 
Analog zu den Weißen Zwergen kann hier die Mas-
se-Radius-Beziehung hergeleitet werden. Wieder 
ergibt sich: 
𝑅 ∝ 𝑀−
1
3     {13} 
Die Erklärung für dieses Verhalten ist ebenfalls 
genau wie bei Weißen Zwergen und lässt sich auf 
alle anderen durch entartete Teilchen stabilisierten 
Körper – beispielsweise Neutronensterne - übertra-
gen. 
6. Vergleich mit Literaturwerten
Auch wenn man mit einem derartig stark vereinfach-
ten Modell von Abweichungen von den aktuellen 
Messwerten und Modellrechnungen ausgehen muss, 
soll hier ein kurzer Vergleich mit Literaturwerten 
stattfinden.  
Die in der Literatur im Allgemeinen angegebene 
Obergrenze für Weiße Zwerge – die Chandrasekhar 
Grenze – beträgt etwa 1,44 Sonnenmassen [7], im 
Vergleich zu 1,8 Sonnenmassen, die dieses Modell 
ergeben. Die Größenordnung passt in guter Nähe-
rung zu den aufwändigeren Modellrechnungen. Der 
Radius eines Weißen Zwerges wird mit etwa 5.000 
bis 10.000 km angegeben, also genau in der be-
stimmten Größenordnung. 
Für Braune Zwerge wird in der Literatur zumeist 
eine Untergrenze der Masse von etwa 75 Jupiter-
massen angegeben [7]. Somit ist die Abweichung zu 
den hier bestimmten 60 Jupitermassen gering. Der 
Radius Brauner Zwerge bewegt sich meistens in der 
Größenordnung von etwa 60.000 bis 90.000 km, 
wobei genaue Beobachtungen meistens schwierig 
sind, da Braune Zwerge sehr leuchtschwach sind 
und sich keines dieser Objekte in direkter astronomi-
scher Umgebung befindet. Der hier ermittelte Wert 
als Untergrenze des Radius passt aber gut zu den 
bisherigen Beobachtungen.  
7. Fazit
Das hier vorgestellte Modell bietet eine einfache, 
quantitative Abschätzung, mit der Masse und Aus-
dehnung der meisten Körper im hydrostatischen 
Gleichgewicht beschrieben werden können. Fortge-
schrittene Lerngruppen können anhand dieses Mo-
dells Grundprinzipien nachvollziehen, Lehrende 
erhalten quantitative Argumente, ohne dass sie sich 
intensiv mit den speziellen Feldern der Physik be-
schäftigen müssen, die zum Verständnis der moder-
nen Theorien nötig sind.  
Zusätzlich bietet sich hier die Möglichkeit, verschie-
dene Teilgebiete der Physik zu verknüpfen. Im Fall 
des Weißen Zwerges ist dies die Mechanik und die 
Quantenmechanik, beim Braunen Zwerg die Ther-
modynamik. Es fällt Lernenden oftmals schwer, die 
verschiedenen „Physikwelten“ zu verknüpfen (vgl. 
auch Subjektive Erfahrungsbereiche in der Mathe-
matik in [8] und [9]).  
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Weiterhin kann mithilfe astrophysikalischer Themen 
das Interesse und die Motivation von Lernenden 
gefördert werden (vgl. [1]). Dies ist auch bei fortge-
schrittenen Lerngruppen ein wichtiger Faktor, wie 
ein Blick auf die hohen Abbrecherquoten im Physik-
studium zeigt (vgl. [10]). 
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